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Abstract

A [Dénes 2017]-ben bizonyito&zimmetrikus primszam tétemondja, hogy barmelyN=4

természetes szamhoz létezik szimmetrikus prim pam) amelyekre p=N-m, és
- +

—97P N4 . P

g=N+m, agy, hogy m, = 5 Jelen dolgozatban bebizonyitjuk, hogy

minden m, természetes szamhoz (tavolsaghoz) létezik végsakrszimmetrikus prim par
(altalanositott Ikerprim tétgl A bizonyitastm, = re alkalmazva éppen az Ikerprim sejtés

bizonyitasat kapjuk, amelyet ezért a tovabbiakkarprim tételnekevezhetink.

Jelen dolgozatsftételének bizonyitasa a sz&€2001-ben bizonyitottomplementer primszita
tételére épll (lasd [Dénes 2001]), amely szerint barniéhbk-1 alakl természetes szam,
akkor és csak akkor dsszetett ks@uvtu-v, vagyk=6uw-u+v alaka és barmel\N=6k+1 alaku
természetes szam, akkor és csak akkor dsszetetk=Garu+v, vagy k=6uwu-v alaku
természetes szam. E tételre alapozva adunk indbiekinyitast azaltalanositott Ikerprim
tételre.

1. LEMMA
Barmely két primszam kilénbsége és 6sszege pétas, iag>p>2 primszamok, akkor

A a-pP 4 q+p : :
mindig léteznek azn, = ésN = Sl természetes szamok.
Bizonyitas
Barmely 2-nél nagyobb primszam péaratlan. Tehat ha
Q) p=2k+1)2 primszdmKtermészetes szam)
(2) g=2+1) p primszaml(természetes szam)
akkor
3) q—p:2I+1—2k—1:|+k

2 2

(4) a+p_2+1+2k+l g

2 2
Q.E.D.

Az 1. lemmabdl egyenesen kovetkeziR@nes-féle Szimmetrikus primszam téésld [Dénes
2017] )megforditasaazaz igaz az alabbi 1. tétel:

1. TETEL

A=P 4\ =9FP

Barmely kétg>p>2 primszam esetén létezik, = , amelyekre teljesdil,

hogy p=N-m, ésq=N +m,
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A [Dénes 2017]-ben bizonyito&zimmetrikus primszam tétemondja, hogy barmelyN=4
természetes szamhoz létezik szimmetrikus prim pé@rdés, hogy mindemn, természetes

szadmhoz (tavolsaghoz) létezik-e szimmetrikus pran? .zt bizonyitjuk az aldbbi 2. tételben.

2. TETEL
Barmely m, természetes szamhoz |étezik legalabb ggyszimmetrikus prim par, amelyre

teljesul, hogy q = p+2m,.

Bizonyitas (indirekt)
Tegyuk fel, hogy létezik olyam, =c természetes szam, amelyhez nincs a tétel feinételé
megfeleb p, q szimmetrikus prim par. Ekkor a [Dénes 2001]-bemobyitott 2. tétel

(Komplementer primszitaalapjan barmelyp primszadmhoz az alablj szamok valamelyike
tarsithatd, ha nem prim:

(5) g=6r-1=p+2c ésr=6uv+u-v (u=1,2,3, ..), (v=1,2,3,..)
(6) g=6r-1=p+2c eésr=6uv-u+v (u=1,23, ..),(v=1,2,3,..)
(7 g=6r+1=p+2c ésr=6uv+u+v (u=1,23, .., (v=1,2,3,..)
(8) g=6r+1l=p+2c eésr=6uv-u-v (u=1,2,3, ..),(v=1,2,3,..)

Az (5)-(8) esetekdil a p primre a kovetkeket kapjuk, amelyek valamelyikének mindenv
természetes szamra teljesulni kell:

(9) 5)= p=6r-1-2c=6(6uv+u-v)-1-2c
(20) 6)= p=6r-1-2c=6(6Buv-u+Vv)-1-2C
(11) (7)= p=6r+l-2c=6(6Buv+tu+v)+1-2c
(12) 8= p=6r+l1-2c=6(6uUv-u-v)+1-2c

Megmutatjuk, hogy ha=v, akkor létezik olyanu szam, amely esetén (9)-(12)-bebsszetett
szam. Ez pedig ellentmond a tétel feltételének asmerintp primszam.

Hau=v= c_gl akkor (9), @0) =
(13)

2
— p=6(6u’)-1-2c= 6{6((:;21) j—l—ZC =(c+)*-1-2c=c’

Hau:vch_l,akkor(lJ):

6(c—1° L 2c=D)

62

(14) = p:6(6u2+2u)+1—20=6( J+1—Zc:

=(c-)*+2(c-1)+1-2c=(c-1)*-1=(c-1-1)(c-1+1) =(c-2)c
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Hau :v:CTH, akkor (12) =

(15) = p=6(6u’ -2u)+1-2c= 6(6(C6+2 ¥ 2y

=(c+D)*-2(c+)+1-2c=c*+2c+1-2c-2+1-2c=c*-2c=(c-2)c

)+1—Zc:

A (13)-ban és (15)-ben szerépl =v:%+1 feltétel mindig teljesul, ha=6s1, a (14)-ben

szerepd u=v = C?_l feltétel pedig akkor teljesul, abstl (s=1,2,3, ...)
Q.E.D.

A 2. tételre mutatunk néhany példat az 1.-5. té&ttban.
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1. tablazat 2. tablazat 3. tdblazat
p| | g=pt4 p| | 9=pt6 p| | g=pt+8
3 7 5 11 3 11
7 11 7 13 5 13
13 17 11 17 11 19
19 23 13 19 23 31
17 23 29 37
349 353
.. .. 563 569 449 457
1.579 1.583
1.601 1.607 1.571 1.579
1.019.173 | 1.019.177
1.099.621 | 1.099.627 1.000.151 | 1.000.159
10.082.623 | 10.082.627
10.781.861 |10.781.867 10.000.349 |10.000.357
15.484.243 | 15.484.247
15.485.843 | 15.485.849 15.416.699 |15.416.707
4. tablazat 5. tablazat
p| | g=p+1C p| |g=p+10C
3 13 3 103
7 17 7 107
13 23 13 113
19 29 31 131
73 83 487 587
433 443 1.723 1.823
751 761 1.000.033 1.000.133
1.153 1.163 10.000.591 | 10.000.691
10.000.759 10.000.769 15.485.341 15.485.441
13.985.341 | 13.985.351 444.333.313 | 444.333.413
15.484.549 | 15.484.559 888.889.501 | 888.889.601
444.333.973 | 444.333.983
888.889.501 |888.889.511
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Mivel a p, g=p+2my szimmetrikus prim parok esetém=1 éppen az ikerprimeket allitjadel
az alabbi 3. tételhltalanositott Ikerprim tételnakevezzik.

3. TETEL (Altalanositott Ikerprim tétel)
Legyenekg>p>2 N-re szimmetriku2m tavolsagu primszamok, amelyekre, = a-p és

+
N :q—zp, valamint p=N-my  és g=N+my . Ekkor barmelymy természetes szamhoz

végtelen solp, g szimmetrikus prim par létezik.

Bizonyitas (indirekt)

Az eléz6kben bizonyitott 2. tétel szerimhy felveheti az 0sszes természetes szam értéket.
[Dénes 2001] 1. tétele szerint az alabbi 6. tAbltadalmazza az dsszes természetes szamot
agy, hogy az 1. és 3. oszlopokban talalhaté azggs@dmszam.

Tegytik fel, hogy &-ik sor az utols6, amelyben szerepb, és a dle 2my tavolsagra ey

O« = P +2m, is primszam. A tétel bizonyitasanak tovabbi résméb révidebb irasmaod
kedvéeért azny=c jel6lést fogjuk hasznalni.

6. tablazat

4
10
16
22
28
34
40
46

0
1
2
3
4
5
6
7

6K-1 6K 6K+1 6K+2 6K+3 6K+4
6(K+1)-1= | 6(K+1)=| 6(K+1)+1=| 6(K+1)+2=| 6(K+1)+3=| 6(K+1)+4=
6K+5 6K+6 6K+7 6K+8 6K+9 6K+10

6k-1= 6k+1=
6(K+x)-1| ) [6(cx+1

A 6. tablazatk-ik soraban két primszam lehet, ezért a tovabbiakb#16) és (17) indirekt
feltételeket kell vizsgalnunk.
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Ha p, =6K -1 ésq, = px +2c primszamok, akkor mindentermészetes szam esetén
[k =K +x=hap, =6(K+x)-1prim akkor q, =p,+2c=
(16) = 6(K +x) -1+ 2c = 6K —1+ 2¢+6x = g, +6x NEM prim

Ak

Ha p, =6K +1 ésq, = p, +2c primszamok, akkor mindentermészetes szam esetén
Uk=K+x=hap, =6(K+x)+1prim akkor g, =p, +2c=
(17) = 6(K +x) +1+2c = 6K +1+ 2c+6x = g, +6x NEM prim

Ak

Mivel g« az indirekt feltétel szerint NEM prim, igy (16) @) esetén egyarant, barmelw
természetes szamra az (5)-(8) 6sszefliggések vgiamétnnall. EbBl kdvetkezik, hogy a
megfeleb jeloléseket alkalmazva, az alabbi 6sszefliggeseamguk g.-ra, illetve g, -ra.

®)
(18) g, =6r-1=qy +6x ésr=6uv+u-v (u=1,2,3,.),(v=1,23,..)=
= Qyx =6r —-1-6x=6(6uv+u-v)-1-6X

®)
(19) g, =6r-1=q, +6x ésr=6uv-utv (u=1,2,3,..),(v=1,23,..)=>
= (¢ =6r -1-6x=6(6uv—-u+v)-1-6x
@)
(20) g, =6r+1=q, +6x ésr=6uv+u+v (u=1,2,3,.),(v=1,2,3,..)=
= (¢ =6r +1-6x=6(6uv+u+v)+1-6X
®)
(21) g, =6r+1=q, +6x ésr=6uv-u-v (u=1,2,3,..),(v=1,2,3,..)=
= (¢ =6r +1-6x=6(6uv-u-v)+1-6X

A (16), (17) indirekt feltételek szerintj, az u, v természetes szamok barmely valasztasa
esetén primszam. Most megmutatjuk, hogyuar megfeleb vélasztdsa esetén a (18)-(21)
esetek mindegyikében veégtelen sokrték van, amelyre, 0sszetett szam, ami ellentmond
az indirekt feltételeknek.

(18),09) X+1 6(x +1)*

u=v = g, =6(6u*)-1-6x €és U:T:qK:G 5 -1-6x=

(22)
= X* +2x+1-1-6x=Xx* —4x=X(x-4)

: . , . x+1 . - L .
Mivel u természetes szam, ezertuaz? feltétel mindig teljesil, hg=6I-1 alakd, ahol

természetes szam (tekab,11,17,23,..).
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u =V(Z:O) g =6(6u” +2u)+1-6x és u =XT_1:>
= =0y = 6(6()(6_21)2 + 2(X6_1)] +1-6Xx=(Xx—-1)%+2(x—-1) +1-6Xx = X(Xx—6)
u =vg g =6(6u*-2u)+1-6x €és u =XT+1:>
0 —q, = 6(6("6”;1)2 - 2(X6+1)j +1-6x = (x+1)2 = 22 +1) +1-6x = (X~ 6)

. . . L x-1 . o o .
Mivel u természetes szam, ezertuazT feltéetel mindig teljesil, ha=6l+1 alaku, ahol

természetes szam (tehaf7,13,19,25,..).
Q.E.D.

Vildgos, hogy a 3. tételt amn=1 esetre alkalmazva, éppen a klasszikus Ikerprinessej
bizonyitasat kapjuk, amelyet &tkezdvelkerprim tételnekevezhetink.
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